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Recommandations aux candidats

» Si, au cours de I'épreuve, un candidat repére ce quui semble étre une erreur
d’énoncé, il le signale sur sa copie et poursuit ssomposition en expliquant les
raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

» Tout résultat fourni dans I'énoncé peut étre utili® pour les questions ultérieures
méme s’il n'a pas été démontre.

* Il ne faut pas hésiter a formuler les commentairegjui semblent pertinents méme
lorsque I'énoncé ne le demande pas explicitement.

Composition de I'épreuve
L’épreuve est constituée :

« d’un exercice sur les automates et les langagagey2 et 3 ;
e d’'un probleme d’algorithmique et programmation ges3 a 8.
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Premiere partie : automates et langages

Un alphabetZ est un ensemble fini d’éléments appdiitres Un mot sur ~ est une suite
finie, éventuellement vide, de lettres He la longueurd’'un motu est le nombre de lettres
composantl et est notéal| ; le mot de longueur nulle est n@éOn note pak* I'ensemble
de tous les mots sar Unlangage suz est une partie de*.

Soitu un mot sur un alphabgt; pour toute lettr&t de, on notedly le nombre d’occurrences

de la lettrex dans le mou.
On noteN I'ensemble des entiers naturels.

On considere dans cet exercice I'alphabet{a, b}.
Soit f une application quelconque définie et a valeurs dand. On notel(f) 'ensemble

des motss appartenant a* vérifiant I'égalité s = f(ulp).

0 1-0n considere la fonctioRh définie par:0On O N, fi(n) = 2. Dessiner un
automate reconnaissant le langage).

On considere la fonctioid définie par 11 n O N, fa(n) = 1 sin est pair efy(n) = 0 sinon.

0 2 — DécrireL(f2) par une expression rationnelle de la formfleab + a + b)B, ou a

et3 sont des expressions rationnelles a déterminstifidula réponse.
Remarque on note aussi | 'opérateur noté + dans I'exgioesrationnelle ci-dessus.

0 3 — Dessiner un automate non nécessairement déisigrreconnaissant le langage
décrit par I'expression rationnelleab + a + b. Cet automate devra nécessairement
posséder un seul état initial et un seul état final

00 4 — En s’appuyant sur I'expression rationnelleeabe a la question 2, compléter
'automate obtenu a la question précédente pownabtin automate non déterministe
reconnaissant le langad€f;). Cet automate devra nécessairement posséderulin se
état initial et un seul état final.

[0 5 — Déterminiser l'automate obtenu a la questiosécgdente. On utilisera un
algorithme vu en cours et on ne fera apparaitrelegiétats accessibles depuis I'état
initial.

0 6 — Montrer que sf n’est pas majorée par une constante, aldfs n'est pas
rationnel.

0 7 — On considére le langabe surX défini parL= = {u [J Z* vérifiant |y = U|n}.
Le langagd.- est-il rationnel ?

00 8 — On considére le langabe surs défini par : L< = {u O =Havec U|a < ulp}- Le
langagd_< est-il rationnel ? On utilisera le résultat degjleestion précédente.
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00 9 — On considére le langate surs défini par : L = {u O =Havec Y|la > ulp}- Le
langagel> est-il rationnel ? On utilisera le résultat dejleestion précédente.

(0 10 — Montrer que la réciproque de la propositinoneée dans la questiah 6 est
fausse.

Indication: on pourra admettre que le langd&ydes mots de la forma" ou b est une
lettre etn est un entier premier n’est pas rationnel.

Seconde partie : logique et programmation

Préliminaire concernant la programmation

Il faudra écrire des fonctions ou des procédurkaide d’'un langage de programmation qui
pourra étre soitCaml, soit Pasca) tout autre langage étant excldiquer en début
d’épreuve le langage de programmation choisi ; il & interdit de modifier ce choix au
cours de I'épreuve Certaines questions du probléme sont formulégéreimment selon le
langage de programmation ; cela est indiqué ché&mjseque cela est nécessaire. Lorsque le
candidat écrira une fonction ou une procédurepilrpa faire appel a une autre fonction ou
procédure définie dans les questions précédeiitpeyrra aussi définir une procédure ou une
fonction auxiliaire. Enfin, si les parameétres d’uoaction ou d’'une procédure a écrire sont
supposés Vérifier certaines hypothéses, il neasaitile, dans I'écriture de cette fonction ou
de cette procédure, de tester si les hypothes¢édmonverifiées.

Dans les énoncés du probléme, un méme identificéignit dans deux polices de caractéres
différentes désignera la méme entité, mais du pbénvue mathématique pour la police en
italique (par exemplen) et du point de vue informatique pour celle en aom(par
exemplen).

On ne se préoccupera pas d'un éventuel dépasselmgritis grand entier codable dans le
langage de programmation choisi.

Indications pour la programmation

Caml

Sin est un entier, l'instruction

let A = make_matrix n n false;;

permet de construire une matrice carrée booléénae lignes etn colonnes, et dont les
cases sont initialiséed al se.

Fin des indications pour Caml

Pascal

On utilisera dans tout le sujet les déclaratiordesisous.

CONST MAX = 100;

type Tabl eau_Bool ean = array [0 .. MAX - 1] of Bool ean;

type Matrice_Boolean = array [0 .. MAX - 1] of Tabl eau_Bool ean;
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On supposera que la constalbeX est suffisamment grande pour que les tableauwagicas
de typesTabl eau_Bool ean et Matri ce_Bool ean puissent coder les tableaux et
matrices considérés dans ce probleme.

Fin des indications pour Pascal

On considére un ensemble fil de n propositions logiques distinctes7 = {Pg, P4, ...,
Pn — 1}- On suppose qu'un ensemble d’implications ent&e propositions, appensemble
des implications initialeet notél, a déja été établi. On peut en géneéral déduiratrdsa
implications a partir de I'ensemble des implicasidnitiales en utilisant la transitivité des

implications : pour deux propositiors et Q appartenant &7, si Q se déduit dé> a l'aide
d’'une suite d’'implications appartenantl,aon dit que & impliqueQ », ce que I'on note

P = Q. Dans toute la suite, on s’intéresse aux implcegique I'on peut déduire dle
Pour toutP dans/7, on suppose qukcontient I'implicationP = P ; une telle implication,
nomméeboucle est noted = P.

Si P et Q sont dans/7, la notationP =4 Q signifie que I'implicationP = Q appartient d
(pour toutP dans/7, on a donc aus§l =4 P).

Exemple 1:n=4,1= {PO =0 Po, Pl =0 Pl’ P2 =0 P2, P3 =0 P3, PO =1 P2, P2 =1 P3,
P3 21 Po, P3 21 Pl}

Exemple 2:n= 4. | = {PO =0 Po, Pl =0 Pl’ P2 =0 P2, P3 =0 P3, PO =1 Pl’ Pl =1 P2,
P2 =1P1, P3=1 P2}

PourP et Q dans/7, P implique Q (autrement ditP = Q) s'il existe un entiek>0 etk + 1

propositionsP; , P;., ..., Pij, Pi(j eay Pi, appartenant &/ tels que I'on ait :
. PiO = P'
P, =Q,
e pourj vérifiant 0<j <k-1, I’impIicationPij = Pi(j 1) appartient a.

Avec les notations ci-dessus, on dit alors qu’iisex une preuve de longueur k de
I'implication P = Q, ce que I'on not® = Q. Les implications dé sont donc les preuves de
longueur 0 (sP =Q) ou 1.

Dans I'exemple 1, on By =5 P3 car on aPy=1 P, etP, =1 P3; on a aussPy =3 P53 car
on peut ajouter une boucle en considérant les troications Po=q Py, Pg=1 P> et
P, =4 P3. En revanche, on n'a pa®g =, P;.

Dans I'exemple 1, les implications qui peuvent @mr@uvées mais qui n'appartiennent pads a
sont :PO = Pl, PO = P3, PZ = Po, P2 = Pl, P3 = Pz.

[0 11 — Pour 'exemple 2, donner la liste des impiares qui peuvent étre prouvées
mais qui n’appartiennent pas.a

0 12 — SoientP et Q dans/7; soienth etk deux entiers positifs ou nuls vérifiant :
h <k. Montrer que si on B =y, Q, alors on a aus&l = Q.
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[0 13 — SoienP etQ dans/7. Montrer qu’on a I'implicatiorP = Q si et seulement si
onaP=/,_10Q.

Une matrice booléenne est une matrice dont ledicesfts prennent uniqguement les valeurs
faux et vrai {al se et true en langage de programmation). Le produit de nesric
booléennes s’obtient selon la formule habituellgppmant comme somme de deux valeurs
booléennes le «ou logique » (disjonction, nofdeet comme produit de deux valeurs
booléennes le « et logique » (la conjonction, nalgele produit de deux matricéset B est
notéA x B.

Par exemple, si on considere les deux matri@@s:(wa' vralj etBg = (faux vralj

faux vrai “ | vrai faux)’

vrai faux)’

On ne s'intéressera dans ce probléme qu’a desaesittarrées ; la dimension d’'une matrice
carrée est son nombre de lignes (et donc de cadnBik est un entier strictement positif, on
obtient la matricéAk en multipliantk — 1 fois la matricé\ par elle-méme.

produitAg x Bg vaut (vral vralj

[0 14 — On considere deux matrices carrées boolégheeB de méme dimensiod
Il s’agit d’écrire en langage de programmationdé&al du produitA x B.
Caml : Ecrire en Caml une fonction nommeéel t telle que, siA etB codentA etB,
alorsmul t A B renvoie une matrice codant le proddiix B.
Pascal: Ecrire en Pascal une fonction nomnnég t telle que si :

 AcetB, de typeVvat ri ce_Bool ean, codentA etB,

* d, detypd nt eger, contient la valeur dé,
alorsnul t (A, B, d) renvoie une matrice, de typdat ri ce_Bool ean, codant
le produitA x B.

On considere encore I'ensemiliedesn propositions logiqueBg, Py, ..., P,_ 1 et 'ensemble
| d’'implications initiales entre ces propositionsn @ssocie &7 et | une matriceA carrée
booléenne de dimensiondéfinie de la fagon suivante :
- les lignes et les colonnes Aesont indicées de Ora— 1 ;
- soienti etj deux entiers vérifiant @i <n—-1et 0<j<n-1;en notani(i,]j] le
coefficient deA situé sur la ligne d’indiceet la colonne d’indicg Ali, j] vaut vrai si
et seulement si 'implicatioR; = P; appartient a.

Ainsi, les matricesA; et A, correspondant respectivement a I'exemple 1 eexethple 2
sont :

vrai faux vrai faux vrai vrai faux faux
faux vrai faux faux faux wvrai vrai faux
faux faux vrai vrai faux wvrai vrai faux
vrai vrai faux vrai faux faux vrai vrai
Matrice A Matrice A

0 15 — Montrer que, pouretj vérifiant 0<i <n-1, 0<j<n -1 et pour touk
strictement positif, le coefficiest{i, j] vaut vrai si et seulement si orPa=>, P;.
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0 16 — Montrer que, pour tokt>n— 1, on aAk = A"~ 1,
On appelldermeture transitivele A et on notd-T(A) la matriceA"— 1,

[0 17 — Il s’agit d’écrire en langage de programmatime fonction nomméET qui
calcule la fermeture transitive deen utilisant des multiplications de matrice.
Caml : Ecrire en Caml la fonctioRT telle que, siA code la matricé\, alorsFT A
renvoie la matric&T(A).
Pascal: Ecrire en Pascal la foncti¢iv telle que si :

* A detypeMVat ri ce_Bool ean, code la matric@,

* n, detypd nt eger, contient la dimension d&
alorsFT( A, n),detypevatri ce_Bool ean, renvoie la matricET(A).

[0 18 — SoitP une proposition appartenant /a4 Il s’agit d’écrire en langage de
programmation une fonction nommeéeductionqui détermine toutes les propositions
Q appartenant &/ telles que I'on aiP = Q. On utilisera pour cela la récursivité.
ATTENTION : On exige que l@aomplexité de cette fonction soiie I'ordre de n2.
On ne justifiera pas la complexité de la fonctiom sera écrite.

Caml : Ecrire en Caml la fonctiodeduct i on telle que si :

* Acode la matricé,

* i estun entier compris entre Onet 1,
alorsdeduction A i renvoie un tableau de booléens de longuetgt que, pouf
compris entre 0 et — 1, la valeur d’indice¢ de ce tableau vaut ue si et seulement
sion aP; = P,--

Pascal: Ecrire en Pascal la fonctiareduct i on telle que si :

* A detypevatri ce_Bool ean, code la matricé,

* n, detypd nt eger, contient la valeur de,

* i,detypd nt eger, contient un entier compris entre (het 1,
alorsdeduction(A, n, i) renvoie un tableau de tydabl eau_Bool ean tel
que, poul compris entre 0 et — 1, la valeur d'indic¢ de ce tableau vaut ue si et
seulement si ong; = P,--

[0 19 — Il s’agit d’écrire en langage de programnratime fonction nomméET _bis
de complexitén3 calculant la matricET(A).
Caml : En utilisant la fonctiomleduct i on, écrire en Caml la fonctioRT _bi s telle
gue siA code la matricé, alorsFT_bi s Arenvoie la matric&T(A).
Pascal: En utilisant la fonctiordeduct i on, écrire en Pascal la fonctidfl _bi s
telle que si :

A detypeVatri ce_Bool ean, code la matricé,

* n, detypd nt eger, contient la valeur de,
alorsFT_bi s( A, n) renvoie la matric&T(A).

SoientP et Q deux propositions appartenant/a On dit que les propositior? et Q sont
équivalentesiona P= QetQ=P.

Soit P appartenant &. On dit ici queP est unaxiomesi on a la propriété suivante : quelle
que soit la propositio appartenant &7, si on aQ = P, alors on a aus$? = Q et donc

P etQ sont équivalentes ; autrement #test équivalente a toute proposition qui 'implique

-6 -
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[0 20 — Donner tous les axiomes dans I'exemple 1.
[0 21 — Donner tous les axiomes dans I'exemple 2.

On poseB = FT(A). Des questions précédentes, on déduit que,esj sont deux entiers
compris entre 0 et— 1, on &; = P; si et seulement &[i, j] vaut vrai.

0 22 — Il s’agit, connaissant la matriBede programmer une foncti@st_axiomejui
indique si une proposition donnée est ou non uoraegi
Caml : Ecrire en Caml la fonctioast _axi ome telle que si :
* B code la matric8,
* | estun entier compris entre Onet 1,
alorsest _axi ome B i renvoie la valeut r ue si P; est un axiome et la valeur
f al se sinon.
Pascal: Ecrire en Pascal la foncti@st _axi omre telle que si :
* B, detypevat ri ce_Bool ean, code la matric8,
* n, detypd nt eger, contient la valeur de,
* i ,detypd nt eger, contient un entier compris entre (het 1,
alorsest _axi ome(B, n, i) renvoie la valeut rue si P; est un axiome et la

valeurf al se sinon.

On appellesuite unidirectionnelle de propositionse suite Qg, Qq, ..., Qp), ou h est un
entier positif ou nul, telle que :

1. pouri vérifiant 0<i < h, Q; appartient &7,

2. pouri verifiant 0<i<h-1,Q; = Q; 4 1,

3. pouri vérifiant 0<i <h-1,Q; + 1 N'implique pax;.

[0 23 — Montrer que les propositions d’'une suite madaionnelle de propositions sont
deux a deux distinctes.

00 24 — SoitQ une proposition appartenanf&Montrer qu’il existe un axiome avec
P=0Q.

On admet le résultat suivant : on peut partitionéren sous-ensembles de sorte que deux

propositions de/7 soient équivalentes si et seulement si elles djgperent au méme sous-
ensemble. On appelle classes d’équivalence cesesmasnbles.
Par définition : les classes d’équivalence sontvidas, I'union des classes d’équivalence est

égale &7, I'intersection de deux classes d’équivalencevie.

Dans I'exemple 1, il y a deux classes d’équivalerles classesKy, Py, P3} et {P4}.

[0 25 — Donner les classes d’équivalence dans 'eleghp

[0 26 — On considere une classe d’équivale@osontenant un axiome. Montrer que
toutes les propositions contenues darsont des axiomes.
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On dit gu'une classe d’équivalence est gtasse sourcai elle contient un axiome (auquel
cas tous les éléments de la classe source soakibeses).

Soit X une partie dé7. On dit ici queX est uneaxiomatiquesi, quelle que soit la proposition
Q appartenant &, il existe une propositioR appartenant X vérifiantP = Q.

[0 27 — Montrer qu’on obtient une axiomatique de aldminimum en choisissant
une et une seule proposition dans chacune deeslasarces.

[0 28 — On pose enco&=FT(A). Il s'agit d’écrire en langage de programmatiom u
fonction nomméeaxiomatiquequi détermine une axiomatique de cardinal minimum.
On pourra utiliser un tableau pour éliminer, lorsqua choisi un axiome, les axiomes
qui lui sont équivalents.
Caml : Ecrire en Caml la fonctioaxi omat i que telle que, sB code la matricds,
alors axi omati que B renvoie une liste d’entiers contenant les indices d
propositions d&7 formant une axiomatique de cardinal minimum.
Pascal:
On définit le type suivant :
type Pile = record

table : array [0 .. MAX - 1] of Integer;

nb : Integer;
end;
Si P est de typé®i | e, P code une pile d®@. nb entiers situés dara t abl e entre
les indices O eP. nb — 1.

Ecrire en Pascal la foncti@xi omat i que telle que si :

* B, detypeVatri ce_Bool ean, code la matric8,

* n, detypd nt eger, contient la valeur de,
alorsaxi omat i que( B, n) renvoie un résultat de tyfp® | e contenant les indices
de propositions dé/ formant une axiomatique de cardinal minimum.



